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L, Définition 3-A (p. 64) 4
Reductions (many-one) polynomiales

e Une réduction (many-one) en temps polynomial
d’un probleme L, (sur I'alphabet 2,) a un probleme L,

(sur I'alphabet X,) est une fonction f: X1 — X
calculable en temps polynomial telle que

VxeX xel, < flx)el,

 Siune telle f existe, on dit que L, se réduit a L, (via f)
et on notera L, <" L, (ou parfois, en bref, L, < L,)



L, Définition 3-J (p. 67) A
Difficulté et complétude

Soit L un probléme et & une classe de complexité

e On dit que L est E-difficile (ou € -dur) si
pour tout probleme ' € € onal’ <L

e On dit que L est E-complet s’il est E-difficile
etenplusonal € €



Proposition 3-M (p. 68)
La prédiction est NP-compléte

Le probléme suivant est NP-complet :

A = {((N), x, 1") : N(x) accepte en temps < ¢}

code d’une MT \\ entierr € N

non deterministe , . en unaire
mot d’entree

pour la MT N



Et maintenant,
la suite



e theoreme de
Cook-Levin, ou :
Enfin, un probleme

NP-complet
intéressant ! &+



I, Theoreme 3-V (p. 72) 4
Cook 1971, Levin 1973

e W
' 'r'-‘. M

"

SAT est NP-complet



I, Theoreme 3-V (p. 72) 4
Cook 1971, Levin 1973

Le fonctionnement en temps polynomial d’une machine
non déterministe N sur une entrée x est décrit

par une formule ¢ calculable en temps polynomial

telle que le nombre d’affectations satisfaisant @

est égal au nombre de chemins acceptants de N(x).



ldee de la démonstration

e SAT € NP car il suffit de deviner une assignation

des variables et vérifier en temps polynomial
qu’elle satisfait la formule

e |a complétude vient du fait gu’on peut décrire par une
formule de taille polynomiale le diagramme espace-temps
d’une execution d’une machine non déterministe
polynomiale car celui-ci répond a des regles locales



ldee de la démonstration

e En d’autres termes, on décrit par une formule (V)
le fonctionnement de la machine le long du chemin

(découlant du choix des transitions) décrit par y

 Pour savoir s’il existe un chemin acceptant dans
le calcul de la machine, il suffit alors de savoir

s’il existe une affectation des variables y de la formule
pour laquelle I’état final du diagramme décrit
est acceptant, ce qui est un probleme de type SAT



24

<&/

Démonstration : SAT € NP

 Algo non déterministe pour SAT sur I’entrée @(x, ..., X,) :

o deviner (ay,...,a,) € {0,1}"
e accepter ssi p(ay,...,a,) =1

e En alternative, un veérificateur deterministe sur I’entrée
(gp(xl, ey X)), Ay ...,an) ;

e accepter ssi p(ay, ...,a,) =1



Demonstration ;
B < SAT pourtout B € NP =

Soit B € NP

A toute instance x de B on associe une formule ¢, ...
...telle que @, est satisfaisable ssix € B

Les variables de ¢, désigneront en quelque sorte
le chemin de calcul a suivre



Demonstration ;
B < SAT pourtout B € NP =

e Soit V. une machine non déterministe qui reconnait 5
e en temps polynomiale p(n)
e avec ensemble d’états (), alphabet de travail I

e nous allons « simuler » le fonctionnement de N
le long d’un chemin arbitraire par @,

e Pour cela, nous allons considérer le diagramme espace-
temps de N(x)



Diagramme espace-temps
de la MT N sur I'entrée x = x---x

_t -1 0 1 2 3 4 { espace
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Diagramme espace-temps
de la MT N sur I’entrée x = x;---x,
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temps

Diagramme espace-temps
de la MT N sur I’entrée x = x;---x,

Qt+ 1) X (t+ 1)

/

_t -1 0 1 2 3 4 { espace



Diagramme espace-temps
de la MT N sur I’entrée x = x;---x,

e |Le diagramme espace-temps du ruban de /N décrit
le calcul sur I'entrée x

e Sile calcule de N(x) termine en moins de ¢ étapes,
on suppose que le diagramme espace-temps répete
la derniere ligne

* Notre formule @, va affirmer que le calcul commence

dans la configuration initiale, gue le diagramme
espace-temps de la machine est cohérent avec la relation
de transition et gu’on termine dans un étant acceptant



La formule ¢, a quatre parties

e cohérence, signifiant que deux valeurs ne sont pas
assignés a la méme case, deux positions a la méme téte,
deux états a la méme étape

e debut,, signifiant que la configuration initiale est la bonne

e pour chaque étape J : transition;, signifiant que
la J-eme transition est valide

e accepte, signifiant qu’on arrive dans un état acceptant
auntemps < t,out = pn)



Variables de la formule ¢,

Pour chaque étape j € {0,...,t}, symboley €T,
positioni € {—1¢,...,0,...,t},étatg € O :

¢ C, ;= | ssila i-eme case du ruban contient le symbole y

au temps J

o p;; = 1 ssilatéte du ruban est a la position i au temps j

e ¢, ;= I ssilétat de la machine est g a I'instant j

Entotalona(t+ DQ2t+ D I'|+ ¢+ D2t+1D)+(+1)| 0|
variables, ce qui est polynomial par rapport a x



Notation /

Dans les formules logiques suivantes, les symboles

n n
N Ve
i=1 i=1
représentent succinctement les conjonctions ou disjonctions

DIANDy N N, DLV PV -V P,

c’est-a-dire, en réalité il faut répliquer explicitement les sous-formules ¢, pour toutes les
valeurs de I’'indice i

Par exemple :

2 2
/\ \/ (X; A 7y;) = ((xl ATy V(g A _')’2)> A ((xz ATyD V(A _')’2))
i=1 j=1



Sous-formule cohérence

/\\/(Cy J/\/\ Cy.i J)

Y'Fy
A

AV (p,-,j A _'pi’,j>
i i

A\

/\\/(ecu/\/\ cu)

q'#q



Sous-formule cohérence

: h
/\\/ < yz; A /\ y ,]> at_out moment chaque case

contient exactement un symbole

/\\/(pu/\l/#\l pu)
AV (en A

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule cohérence

/\ \/ < y, N A /\ 7,,-, j) a t_out moment chaque case

» contient exactement un symbole
Y FY

A\

/\ \/ (pl, i A /\ Py ]> a tout moment chaque téte

e a exactement une position
l'#1

. “_—
/\\/(%A/\ i)

q'#q

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule cohérence

/\ \/ ( y, N A /\ 7,,-, j) a t_out moment chaque case

» contient exactement un symbole
Y FY

A\

/\ \/ (pl, i A /\ Py J> a tout moment chaque téte

e a exactement une position
l'#1

N \/
/\ \/ (e q,] A /\ ) a tout moment on est

dans exactement un etat

q7q \/

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule déebut,

e%ao

A\
(A o) A (A eu)
i<0Vi>n 1<i<

A\



Sous-formule déebut,
o~ létat de départ

e
G0,V est I'état initial ¢,
/AN
( /\ CB,i,O) A ( /\ Cxl,z,o)
i<0Vi>n 1<i<n
N\
P10

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule déebut,
o~ létat de départ

€

90,0 est P'état initial g,
N\
( /\ CB,i,O) A ( /\ Cxi,i,o)
i<0Vvi>n 1<i<n

le ruban contient x entre

A - les positions | et n et B ailleurs

P10

b

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule déebut,
o~ létat de départ

€

90,0 est P'état initial g,
N\
( /\ CB,i,O) A ( /\ Cxi,i,o)
i<0Vvi>n 1<i<n

le ruban contient x entre

A - les positions | et n et B ailleurs

P1,0 la téte de lecture
\_ est en position 1 au temps 0

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule accepte

e Pour alléger les notations qui suivent et par abus
de notation on pose

5<Q0ui’ }/) — {(qOui9 }/,O)}
NGno V) = (G0 7,0) }

e C’est-a-dire, quand on accepte ou rejette,
les configurations suivantes restent identiques

e Du coup on a tout simplement accepte = €, i
our’

(au temps f on est dans I’etat acceptant g, )



V)
Q S
Y 7
S ~
7 \\
[ | D1\

cohérence A début, A accepte



Onestou?

deux symboles ne sont pas assignés
a la méme case, deux positions
a la méme téte, deux états a la méme étape

/

cohérence A début, A accepte



Onestou?

deux symboles ne sont pas assignés
a la méme case, deux positions
a la méme téte, deux états a la méme étape

/

cohérence A début, A accepte

la configuration initiale
est la bonne



Onestou?

deux symboles ne sont pas assignés
a la méme case, deux positions
a la méme téte, deux états a la méme étape

/

cohérence A début, A accepte

la configuration initiale on arrive dans un état
est la bonne acceptant a un temps <t



Il reste le cceur de la simulation :
specifier que le comportement
de la machine correspond
a la relation de transition



Sous-formule transitionj

Ycontenu —/\(‘Ip] 1—>/\ Cpii < Cpii 1 )



Sous-formule transitionj

Ycontenu —/\(‘Ip] 1—>/\ Cpii < Cpii 1 )

Y

si la téte n’est pas sur
la case i al’étapej — 1...



Sous-formule transitionj

Vfcontenu—/\< pl]1_>/\ Crii < yljl)

Y

si la téte n’est pas sur
la case i al’étapej — 1...
...alors le symbole sur cette case
ne change pas a I’étape



Sous-formule transitionj

Ytrans = /\ <(€q,j_1 ADjj—1 N Cy,i,j—1>

q.ly
—> v <€q/,J/\ C}/,,l,]/\pl+d/,])>
(qy,d)ed(q.y)

rappel : i est une position, j une étape, y un symbole, g un état,d’' € {—1,0, + 1}



Sous-formule transitionj

si la machine est dans I’état ¢

al’étapej — 1... \

Ytrans = /\ ((eq,j—l ADjj—1 /N C;/,i,j—1>

q.ly
—> v <€q/,]/\ C}/,,l,]/\pl+d/,])>
(qy,d)ed(q.y)

rappel : i est une position, j une étape, y un symbole, g un état,d’' € {—1,0, + 1}



Sous-formule transitionj

si la machine est dans I’état ¢ ...est que sa tetes est sur

a létape j — 1... \ la case i et lit y...

=

Ytrans =/\<( €q.j—1 NDij- 1/\%]'—1)

q,i,y
>V (eur e Apiay))

(qy',d)Eo(q,y)

rappel : i est une position, j une étape, y un symbole, g un état,d’' € {—1,0, + 1}



Sous-formule transitionj

si la machine est dans I’état ¢ ...est que sa tetes est sur
a létape j — 1... \ la case i et lit y...

=

Ytrans = /\ ((eq,j_l ADijo1 NCpijo)

q.ly
—> v <eq/’]/\ C}/’,i,j/\pi+d’,j>>
(qy',d)Eo(q,y)

...alors la machine fait ’'une des transitions /
décrites par sa relation o a I’étape j

rappel : i est une position, j une étape, y un symbole, g un état,d’' € {—1,0, + 1}



Sous-formule transitionj



Sous-formule transitionj

les cases qui ne sont pas sous
la tete ne changent pas

-



Sous-formule transitionj

les cases qui ne sont pas sous
la tete ne changent pas

:

celles qui le sont changent selon /

la relation de transition o



Le pire est passé !



Enfin, voila la formule ¢,

coherence A début, A /\ transition; A accepte

1<j<t



Enfin, voila la formule ¢,

deux valeurs ne sont pas assignés
a la méme case, deux positions
a la méme téte, deux états a la méme étape

~

coherence A début, A /\ transition; A accepte

/ 1<j<t
la configuration initiale ) on arrive dans un état

est la bonne acceptant a un temps < ¢

on faite une bonne
transition a chaque étape



Enfin, voila la formule ¢,

AV (C;,i,j A _'C;,i,j> ANV (Pir,j A ﬂpi’:,j) ANV (eq,j AN ﬁeq,,])

rij oy Y'Fy rJooi U'Fi J q q'#q
r 1 1 r
€300 N /\ Cpio N ( /\ CB,i,O) A < /\ Cx,-,i,O) A /\pl,O
r>1,i i<0vi>n 1<i<n r

— r r r r
= /\ <(eq,j—1 A /\ (pir,j—l A Cy,,,ir,j—1>) - \/ (egi A ( /\Cy,i,i,,j /\pi,,+d;,j>))

q,i,7 r (q.y',d")edlq.y) r

e

Garl



Enfin, voila la formule ¢,

/\ \/ (Cy,i,j A /\ ﬂ"y,w') A /\ \/ (Pi,j A /\ _'pi’,j> A /\ \/ (eq,j A /\ ﬂeq’,j)

LY Y'#Fy jooi ['Fl Jj g q'#q
A\
er/\< /\ CBi,o>/\( c o)A/\Plo
i<0Vi>n 1<i<
A\
= /\ <<eq’]_1 /\pir’j_l A Cyr’ir’j_l) - \/ (eq/,] A C]/,/,,i,,,j /\plr_l_di/’,]))
q.Ly (q'.y.d)ES(q.y)
A\
| ¢, | = polynomial

e

Garl

par rapport a n



@, est satisfaisable
ssi /V accepte x !



Sous-formule cohérence

/\ \/ ( y, N A /\ 7,,-, j) a t_out moment chaque case

» contient exactement un symbole
Y FY

A\

/\ \/ (pl,] A\ /\ D ,J) a tout moment la té’fe_

e a exactement une position
l'#1

N \/
/\ \/ (e q,] A /\ ) a tout moment on est

dans exactement un etat

q7q \/

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule déebut,
o~ létat de départ

€

90,0 est P'état initial g,
N\
( /\ CB,i,O) A ( /\ Cxi,i,o)
i<0Vvi>n 1<i<n

le ruban contient x entre

A - les positions | et n et B ailleurs

P1,0 la téte de lecture
\_ est en position 1 au temps 0

rappel : 1 est une position, j une étape, y un symbole



Sous-formule accepte

e Pour alléger les notations qui suivent et par abus
de notation on pose

5<Q0ui’ }/) — {(qOui9 }/,O)}
NGno V) = (G0 7,0) }

e C’est-a-dire, quand on accepte ou rejette,
les configurations suivantes restent identiques

e Du coup on a tout simplement accepte = €, i
our’

(au temps f on est dans I’etat acceptant g, )



Sous-formule transitionj

Ycontenu = /\ <_'pi}:j—1 ~ /\ (Cyr,i,j < C;,i,j—l)>

/ y
si la téte n’est pas sur

la case i al’étapej — 1...
...alors le symbole sur cette case
ne change pas a I’étape



Sous-formule transitionj

si la machine est dans I’état ¢ ...est que sa tetes est sur
a létape j — 1... \ la case i et lit y...

=

Ytrans = /\ ((eq,j_l APDjj—1 /N Cy,i,j—1>
gL,y
—_ v (eq/,] /\ C}/l,i,j /\ pl+d/,]> )
(q'yd")ed(q.y)

...alors la machine fait ’'une des transitions /
décrites par sa relation o a I’étape j

rappel : i est une position, j une étape, y un symbole, g un état,d’' € {—1,0, + 1}



Conclusion de la
demonstration

On a pris B € NP et une machine non déterministe N
qui le reconnait en temps polynomial p(n)

Pour chaque entrée x de B on construit une formule ¢,
de taille polynomiale qui décrit le calcul de N(x)

Cette construction on peut la faire en temps polynomial,

parce que la formule ¢, ne sera peut-étre pas jolie,
mais elle est réguliere

En plusonax € B ssi ¢, € SAT

Donc B < SAT, et comme B était un langage quelconque
dans NP, on obtient la NP-complétude de SAT



Stephen Cook NleoHnp JleBnH

-

SAT est NP-complete



